§2 Случайные величины и их числовые характеристики

Скалярной случайной величиной ( называется такая переменная величина, которая в результате опыта может принимать то или иное заранее неизвестное значение.

Различают два типа случайных величин: дискретные и непрерывные.

Дискретная случайная величина может принимать конечное либо бесконечное счетное множество значений. Другими словами, значения дискретной случайной величины можно пронумеровать. В качестве примера дискретной случайной величины можно привести коды букв машинописного текста. Легко понять, что дискретность случайной величины в этом случае обусловлена счетным множеством используемого алфавита.
Непрерывная случайная величина принимает бесчисленное множество значений в конечных, полубесконечных и бесконечных интервалах. При этом, в отличие от дискретных случайных величин, значения непрерывных случайных величин невозможно пронумеровать. Примером непрерывной случайной величины может считаться  время безотказной работы электронного прибора (транзистора, радиолампы, диода и т.д.).

Кроме одномерной случайной величины еще вводят k-мерную случайную величину (ξ={ξ1,ξ2,…,ξk }, где ξi (i=
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) одномерные (скалярные) случайные величины.

Полной статистической характеристикой одномерной случайной величины является закон распределения вероятностей.

В случае дискретной величины ξ под этим законом понимается соотношение, устанавливающее зависимость между возможными  значениями 
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случайной величины ( и их вероятностями 
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Однако вышерассмотренный закон распределения для дискретной случайной величины не является универсальным. Для непрерывной случайной величины такую характеристику вообще нельзя построить, т.к. непрерывная случайная имеет бесчисленное множество возможных значений, сплошь заполняющий любой промежуток (либо некоторую область). При этом каждое отдельное значение (как мы увидим в дальнейшем) непрерывной случайной величины обычно не обладает никакой отличной от нуля вероятностью.

Поэтому для удобства вводят в рассмотрение универсальную характеристику (пригодную как для дискретных, так и для непрерывных случайных величин) – функцию распределения вероятностей F(x),Fk(x). Функция распределения определяет вероятность Р того, что случайная величина ξ примет значения меньше некоторой текущей переменной x (либо переменного вектора х={x1,x2,…xk}):

-F(x)=P(ξ<x) (для скалярной случайной величины ();

-Fk(x)=P(ξ1<x1,ξ2<x2,…,ξk<,xk) (для векторной случайной величины;
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 (T- индекс транспонирования).
Функцию F(x) (или
[image: image6.wmf]_

()

k

Fx

) называют также интегральной функцией распределения или интегральным законом распределения.

Интегральную функцию распределения можно также интерпретировать как вероятность того, что значения случайной величины ( принадлежит полубесконечному интервалу 
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 (или полубесконечному участку гиперплоскости 
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), т.е. для скалярной случайной величины можно записать 
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или для векторной случайной величины - 
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Ограничиваясь рассмотрением только непрерывной скалярной случайной величиной, сформулируем общие свойства интегральной функции распределения:

1. F(-()=P(ξ<-()=
[image: image11.wmf]lim
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F(x)=0;

2. F(+()=
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F(x)=1;

3. F(x2)(F(x1) при х2>x1, т.е. F(x) - неубывающая функция;

4. P(x1≤ξ<x2)=F(x2)-F(x1).

Не давая строгого доказательства этих свойств, проиллюстрируем их справедливость. В соответствии с интерпретацией интегральной функции распределения, для первого свойства имеем
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, т.е. значения случайной величины ( как бы «стягиваются» в одну точку, а вероятность непрерывной случайной величины в точке равна нулю. Для второго свойства имеем, что
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. Это значит, что случайная величина ( принимает все возможные значения на числовой прямой, а это, в свою очередь, является достоверным событием, и следовательно, вероятность такого события равна единице. Для обоснования третьего свойства будем исходить из следующих предположений: т.к. 
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 можно представить в виде суммы двух подынтервалов в виде:
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. Тогда  интегральную функцию распределения 
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 можно переписать следующим образом:
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где 
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 - вероятность того, что случайная величина ( будет принимать значения из отрезка
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. Из свойства неотрицательности значений вероятности 
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 (т.к. 
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принимает значения из отрезка [0,1]) сразу вытекает свойство номер три. Четвертое свойство, как это легко видеть, вытекает из доказательства третьего  свойства интегральной функции распределения.

Примеры графиков функций распределения дискретной и непрерывной скалярной случайной величины ξ соответственно показаны на рис.1.2.1.и 1.2.2. 
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                     Рис. 1.2.1.                                   Рис. 1.2.2.

В прикладных задачах пользоваться интегральной функцией распределения F(x) иногда неудобно, поэтому вводят в рассмотрение дифференциальный закон распределения p(х) (pk((x)):
p(x)=dF(x)/dx-для скалярной случайной величины;

pk((x)=
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 - для векторной случайной величины. 

Функция 
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 (или
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k

px

) – производная функции распределения характеризует как бы плотность, с которой распределяются значения случайной величины в данной точке. Поэтому эту функцию часто называют плотностью распределения (или плотностью вероятности) непрерывной случайной величины.

Примеры графиков функций плотности распределения дискретной и непрерывной случайных величин приведены на рисунках 1.2.3. и 1.24. соответственно:
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                          Рис. 1.2.3.                       Рис. 1.2.4.



Выразим вероятность попадания непрерывной случайной величины ( на отрезок от 
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 до 
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 (рис. 1.2.4) через плотность распределения. Очевидно, она равна сумме элементов вероятности 
[image: image32.wmf]()

pxdx
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 - бесконечно малый отрезок, примыкающий к точке x) на участке
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                                                         (1.2.1)
Геометрически вероятность попадания величины ( на участок 
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 равна площади кривой распределения, опирающейся на этот участок (рис. 1.2.4.).

Покажем, что вероятность отдельного значения непрерывной случайной величины равна нулю. Возьмем любую точку x на оси абсцисс и элементарный участок
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. Тогда, используя формулу (1.2.1), вероятность в точке 
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Так как вероятность любого отдельного значения непрерывной случайной величины равна нулю, то в (1.2.1) можно рассматривать отрезок
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, не включая в него левый и правый концы, т.е. в виде
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Выразим функцию распределения 
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 через функцию плотности распределения. По определению функции распределения запишем, что
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откуда по формуле (1.2.2) имеем:
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Геометрически 
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 есть площадь фигуры, ограниченной  сверху кривой распределения и снизу осью абсцисс на участке
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Перечислим основные свойства плотности распределения  p(x):  
1. Функция  p(x)≥0, т.е. p(х) неотрицательна (это свойство вытекает из того, что функция распределения 
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есть неубывающая функция);

2. Вероятность попадания случайной величины ( в интервал (х1,х2) равна:   
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 (это свойство вытекает из того, что P(x1≤ξ<x2)=F(x2)-F(x1) и формулы (1.2.2.)

3. Условие нормировки скалярной случайной величины
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 (это свойство следует их формулы (1.2.3.) и из того, что
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В практических задачах обработки сигналов иногда приходится оперировать с условными функциями распределения и условными плотностями случайных величин.

Условной функцией распределения F(x/B) случайной величины ξ относительно события В называется условная вероятность выполнения неравенства ξ<x при условии осуществления события В, т.е.
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; (см. также определение условной вероятности §1), где P(ξ<x,B) - вероятность совместного наступления событий ξ<x и B, Р(В) (где Р(В)-вероятность события В).

Условная плотность распределения непрерывной случайной величины ξ определяется по формуле
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Свойства функции F(x/B) и Р(х/В) остаются прежними как и у F(x) и P(x).

Рассмотрим некоторые примеры вычисления условных вероятностных характеристик непрерывной случайной величины.

Пример 1. Определим условные функции (интегральную и дифференциальную) для события В={ξ<a}, где а - некоторая константа, при этом Р(В)=Р(ξ<a)=F(a)≠0. 

Решение задачи. По определению условной функции распределения случайной величины ( имеем
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Рассмотрим первый случай, когда х≥а. В этом случае совместное наступление событий 
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 есть событие  
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, т.е. (ξ<x, ξ<a)=(ξ<a). На самом деле, пусть а=5 (рис. 1.2.5.), и произошло такое событие, что ξ ≤ 5. Выбирая любое х≤5, нетрудно установить, что 

ξ <x и ξ≤5, т.е. ξ не зависит от выбора х. Тогда 
[image: image57.wmf]()

(/)1

()

Pa

Fxa

Pa

x

x

x

<

<==

<

 (достоверное событие).
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Рис. 1.2.5.
Второй случай, когда х<a. Тогда пересечение событий  (ξ<x, ξ<a)=(ξ<x) – событие, зависящее от выбора х. Следовательно, для этого  случая условная интегральная функция распределения имеет вид 
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Окончательно, график F(x/(<a) имеет вид, показанный на 
рис. 1.2.6.
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                                             Рис. 1.2.6.

Условную плотность вероятности p(х/ξ<a) находим путем дифференцирования F(x/(<a) по x: 
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Пример 2. Предположим, что событие В=(а≤ξ≤b), где a,b – некоторые константы, причем a<b. Допустим, что P(B)=F(b)-F(a)≠0. Нужно определить функцию F(x/ a ≤  ξ  ≤ b).

Решение задачи. 
Согласно определению условной функции распределения имеем
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Рассмотрим первый случай, когда x ≥ b. 
Тогда событие (ξ<x,a≤ξ<b)=(a≤ ξ<b) является достоверным, поэтому 


[image: image63.wmf]()

(/)1.

()

Pab

Fxab

Pab

x

x

x

£<

£<==

£<


Второй случай, когда а≤х<b
Тогда событие (ξ<х, a≤ ξ<b)=(a≤ ξ<b) и 
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В третьем случае, когда х<а имеет место невозможное событие, поэтому P(ξ<x, a≤ ξ<b)=0 и F(x/ a≤ ξ<b)=0.

          Условную плотность вероятности 
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 получим путем дифференцирования по x функции F(x/ a ≤  ξ  ≤ b)
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График функции p(x/ a ≤  ξ  ≤ b) приведен на рис. 1.2.7.
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                                        Рис. 1.2.7

Еще раз подчеркнем, что функции распределения исчерпывающим образом описывают случайную величину с вероятностной точки зрения.

Однако в вопросах обработки сигналов знание вероятностных характеристик сигнала не всегда бывает достаточным, часто  необходимо указывать на отдельные числовые параметры, до некоторой степени характеризующие существенные черты распределения случайной величины. К таким параметрам относят числовые характеристики случайной величины. В области обработки сигналов особый интерес представляют числовые характеристики положения и разброса случайной величины. Следует отметить, что числовые характеристики случайной величины определяются на основе знания ее вероятностных характеристик. 

Перечислим наиболее важные числовые характеристики случайных величин:

1. Математическое ожидание (характеристика положения) определяют абсциссу центра тяжести кривой распределения. Другими словами, математическое ожидание указывает некоторое среднее, ориентировочное значение, около которого группируются все возможные значения случайной величины. Математическое ожидание определяется как «средневзвешенное» значение из значений x, которые принимает случайная величина (, взятые с «весом», пропорциональным вероятности (либо элемента вероятности) этих значений. Формулы вычисления математического ожидания для дискретных, непрерывных и систем случайных величин сведены в Таблицу 1.2.1

                                                                                       Таблица 1.2.1.
Вычисления математического ожидания для дискретных, непрерывных и систем случайных величин
	Дискретные случайные величины
	Непрерывные случайные величины
	Система случайных величин ξ1 ξ2…ξk
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,где хi-i-тое значение случай- ной  величины ξ

Рi-вероятность i-того значения

M – знак математи- ческого ожидания
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p(х)-дифференциальная функция вероятности
	m1=M{ξ1};

m2=M{ξ2};

…

mk=M{ξk}.



2. Дисперсия – величина, пропорциональная  мощности рассеивания (разброса) центрированной случайной величины. Центрированной случайной величиной 
[image: image70.wmf]x

o

 называется отклонение случайной величины ( от ее математического ожидания
[image: image71.wmf]m
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, т.е.
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Дисперсию (или в математической литературе ее называют начальным моментом второго порядка) определяют как математическое ожидание квадрата центрированной случайной величины
[image: image73.wmf]222
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. Формулы вычисления дисперсии для дискретных, непрерывных и систем случайных величин сведены в Таблицу 1.2.2 

                                                                                       Таблица 1.2.2.
Формулы вычисления дисперсии для дискретных, непрерывных и систем случайных величин.
	Дискретные случайные величины
	Непрерывные случайные величины
	Система случайных величин ξ1 ξ2…ξk
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Если mx=const, то
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	σ12=M(ξ-mx1)2;

σ22=M(ξ-mx2)2
         …

σk2=M(ξ-mxk)2


Покажем, что дисперсия случайной величины пропорциональна мощности ее разброса. Пусть в качестве случайной величины 
[image: image77.wmf]x

o

 выступает электрический ток, измеряемый в амперах [А]. Т.к. вероятность – величина безразмерная, то согласно формулам вычисления дисперсии (Таблица 1.2.2.) она имеет размерность квадрата случайной величины. В нашем случае размерность дисперсии будет [
[image: image78.wmf]2

A

]. Легко понять, что если ток 
[image: image79.wmf]x

o

 будет протекать через пробный резистор сопротивлением в 1Ом, то величина дисперсии будет численно равна мощности, теряемой на пробном резисторе. На самом деле для единицы измерения мощности имеем: [Вт] =
[image: image80.wmf]2
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Для удобства пользования характеристикой рассеивания, из дисперсии извлекают квадратный корень. Полученную величину 
[image: image81.wmf]x

s

 называют средним квадратическим отклонением (СКО) случайной величины (:
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Размерность СКО совпадает с размерностью самой случайной величины, поэтому СКО рассматривают как среднюю величину разброса случайной величины.

Следует отметить, что центральные моменты более высоких порядков (больше двух) используются для характеристики  скошенности (ассиметрии) распределения, его островершинности и т.д. Эти характеристики в данном параграфе рассматриваться не будут. 

Для системы случайных величин ξ1, ξ2… ξk вводят в рассмотрение также k(k-1) корреляционных моментов
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- соответственно значение и математическое ожидание случайной величины
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, 
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- соответственно значение и математическое ожидание случайной величины
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Медианой Ме (серединным или вероятностным значением) называется такое значение случайной величины ξ, при котором 

P(ξ<Me)=P(ξ>Me)=1/2

или
[image: image89.wmf]_
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. Другими словами, площади фигур, отстоящие слева S1 и справа S2 от медианы (рис. 1.2.8.) должны быть равными.


[image: image90.png][P





                                               Рис. 1.2.8.

Модой М (наивероятнейшим значением) называется такое значение случайной величины ξ, для которого в случае дискретного распределения вероятность Р(х=М), а в случае непрерывного распределения плотность вероятности Р(х) имеют наибольшее значение.

Если максимум один, то распределение называют одномодальным (унимодальным), а если несколько - то многомодальным (полимодальным, мультимодальным).

Выше рассмотренные числовые характеристики могут быть распространены на случайные величины с условными вероятностными характеристиками.

Таким образом, математическое ожидание, мода, медиана, центральные моменты представляют собой наиболее употребительные числовые характеристики случайных величин.
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